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Vorwort

In der Analysis der Oberstufe begegnet man bei den Wurzelfunktionen auch dieser Funktion:
y=+3x-(4-x)

Die zugehérige Kurve heil3t Knotenparabel oder ,Parabola nodata®“.

Sie hat eine einfache Parameterdarstellung und ist ein gutes Ubungsobjekt.

Die verwendeten Methoden findet man im Text 54011 Differentialgeometrie.
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1 Vorschau

Parametergleichung:

bzw. x(t)=t* und y(t)=t-1t°

Koordinatengleichung: y? =1x(4- x)2

bzw. x® —8x? +16x-16y> =0 (algebraische Kurve 3. Grades).
Ersatzfunktionen: y=+1Jx-(4-x)
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2 Details zu den Gleichungen

Als Parabola nodata versteht man diese Kurve: , B3| Femig
Define wilt)=|t" 1-—
t? :

i(t):[t_w] fir teR. w(o) [o. o]

4 (1) [1. 0.75]

wl[2) [2. 0.707107]

Ich habe mit meinem CAS-Rechner TI Nspire fiir diese Funktion n([3) [3. 0.433013]

einige Werte berechnen lassen. w(2) [4. 0]

Die Schreibweise vx soll ,Vektor x“, also X bedeuten. wi([5) [5. -0.559017]

wl-[5) [5. 0.559017]

Die beiden Koordinaten habe ich aus Platzgriinden

nebeneinander angeordnet.

In der Abbildung steht hinter dem Buchstaben P in Klammern der jeweilige Parameterwert.

Algebraische Gleichung mit kartesischen Koordinaten:
Aus x=t? = t=x+/x.

Setztmandasin y=t-1t’= %t(4 —t2) ein, erhalt man flr den einen Kurvenbogen
(mit den positiven t-Werten) diese Kurvengleichungen (2 Teilfunktionen):

y:J_r\/;i}x X oder y=i%«/§-(4—x)

Quadriert man, erhélt man eine Gleichung fiir die ganze Kurve: y* =-tx(4- x)2
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3 Einige Eigenschaften der Knotenparabel
a) Schnittpunkte mit der x-Achse: y =0 fihrtzu Jx - (4 —x) =0, alsox=0und x =4.
; = 2 t
b) Symmetrieverhalten: x(-t)= (-1) s =( t ; SJ = x(t) J
(-2 ) et
Deutung: Ersetzt man t durch —t, erhalt man einen Kurvenpunkt mit derselben
x-Koordinate aber der entgegengesetzten y-Koordinate.
Die Kurve ist also symmetrisch zur x-Achse.
c) Verhalten fiir groRe t:
t— oo x(t)=t* 5>, y(t):t—%tszte’(tlz—%]—)—oo
Mit dem Trick des Ausklammerns umgeht man die Situation "o —o0":
Die Klammer strebt fir t - gegen —1 .
. 2 143 3 1 1
t— —o0: X(t)=t* >0, y(t)=t—4t° =t ol Inds
d) Ableitungen
- 2 - 2t =
Nach t: X(t)= t1 s| = X(t)=], .| und x(t)= 23 j
t—1t 1-2t -5t
y(t) 1-3¢ - 3t?
Nach x: y'(x) = y( ) = A
x(t) 2t 8t
g = XI5 20(-31)-2-(1-4°) 3 -243 -3t -2 3t +4
x° (2t)3 8t 8t’ 16t°
e) Tangenten:
: ~ , 4-3 1
Tangente in P(1)=(1]2): y'(1) -4 -3
V-i=i(x-1) & y=gxed
Schnittwinkel bei x = 4. Tangentensteigung: y'(t=2)= 4-34_8__1

16 16 2
tan™ () ~ 29,5° (gegen die x-Achse). Der Winkel zwischen den beiden sich auf
der x-Achse schneidenden Bégen ist dann y = 59°.

Waagrechte Tangenten (Extrempunkte)

y()=0 o 1-3t°=0 o 3t’=1 o tP=% o t=t¢ +1,15
Oder iiber y'(x)=0 < 4-3t?=0 < t= i@
. 3-3+4

i(@)z{ﬁ_f%@]:(g;?gj also H(1,3330,770)

Wegen der Symmetrie zur x-Achse hat die Kurve den Tiefpunkt T(1,333 | —0,770) )

o
Q

Kontrolle: <0 = Rechtskrimmung, also Hochpunkt.

Senkrechte Tangente: x(t)=0 < 2t=0 < t=0 < P(0)=(0]0)
Also ist die y-Achse eine senkrechte Tangente.
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3t*+4

6t°

f) Die Kurve besitzt keinen Wendepunkt, weil y"(x) = keine Nullstelle hat.

g) Liange des Kurvenbogens zwischen dem Ursprung und dem Kreuzungspunkt K(4 | 0):

s =T %2+ 2 dt = f,/4t2 +(1-26) dt= JZ'\/4t2 +1-2f + 2ttdt= J%,/%t“ T+ 52 +1dt
0 0 0 0

Dieses Integral ist fur die Schule zu schwer.

2 4.49374
Es erfordert eine komplizierte Substitution. o 45 2
Mit meinem CAS erhalte ich als Ergebnis: E't +?t 1 df
0
h) Flache, die von der Schleife umschlossen wird:
4 t=2 t=2 t=2 )
2-[y(x)dx=2 [ y(t)-x(t)dt=2-1 [ (4t-t*)2tdt= [ (4> -t*)dt =[ 4t —Lt°]
0 t=0 t=0 t=0

-[#-%]=32-(3-1)=32-4-% (FE)

15

Der Faktor 2 hat seinen Grund in der x-Achsen-Symmetrie.
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